A ll I T IT M1: r IS CIIE T H E O IlE M E. IL 


VON 

l.EOPOLT) GEGENIUT ER, 

rORUKSPONniltKNDBM MirOLIEDi: HEU KAISERMCHEN AKADEMIE DER WISSENSOHAITEN. 


VOHfiEEEGT IN DEG SITZUNG AM Iß. OCTOHER 1SS4-. 


Toll werde in den folgenden Zeilen eine Reihe von neuen aritlinictisehen Tlieoreinen ablciteiu 


Miiltiplicirt man die Gleichung: 


1) 

mit so erhält mau: 


und daher hat man die Formel: 

2 ) 


“=°° ( N . 

F-W _ 1 

«=i 

/«,w=00 . . ... 

V F-00 

()«;«*)■’ ?(2*') 



WO die Summation bezüglich über alle Divisoren von >• zu erstrecken ist, deren complenientärer Divisor ein 
Quadrat ist. 

Nun ist: 





Denkschriften der mHlhern.-naturw. Gl. XLIX. U»l. 
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hropold de(/e)i Ixi uer. 


1111(1 (Iciiiiiacli ergibt .sieli unter Bcriick.siclitigiiiig der Glcieliiiiig 2) die Kclatioii: 






V 

/ , 




wo 0(>/) die Anzahl derjenig-en Znldcn i.st, welclic nicht grosser als u und durch kein Quadrat (ausser 1) 
theilbar sind. 

Man hat also den Satz: 

Dividirt man die ganze Zahl n durch die Quadrate jener ganzen^ die Quadratwurzel aus // niclit über¬ 
steigenden Zahlen^ welehc nur verschiedene Primfactoren enthalten^ und versielit die bei diesen Divisionen auf- 
tretenden Quotienten mit dem positiven oder negativen Vorzeichen^ je nachdem die P)asis des Divisors aus einer 
geraden oder ungeraden Anzahl von Primzahlen zusammengesetzt ist, so ist die Summe der so entstehenden 
Ausdrücke gleich der Anzald der in dem Intervalle 1...;^ mit Einschluss der Grenzen befindlichen Zahlen, 
welche durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar sind. 

Für die Anzahl aller im Intervalle 1 ..»100 liegenden, durch kein Quadrat theilbaren Zahlen erhalt man 
nach diesem Satze: 


. (100) = 

rlOO- 

1 

rlOO 

1 

rlOO 

1 

1 lOOi 

1 . 

rIOOl 

1 1 

rlOOi 
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i- 
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|- 

l'ldi 
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|-i 
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— 

25 

— 

11 

— 

4 
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2 

— 

2 
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Wege findet man: 












(400) = 1 

r4U0 1 

1 1 

[400 1 

1 1 

r400 1 

1 1 

[400 1 


r400 1 

1 

r40t)i 

i-i 

r400i 

J 

|-| 

l.^J 

|-| 

1 3*j 
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[iFJ 


[-T^J 
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— 
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— 

44 

— 

16 

+ 

11 

— 
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1 

-400 1 

1 

-4001 


-4001 


-4001 

[ 

■400-] 

1 

-400 1 



-| 

]1*J 

“1 
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“1 

TrJ 


-T 92 J 
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2 


2 

-h 

1 

— 

1 

— 
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= 244. 


Da bekanntlich; 


4) 


ist, so hat man auch: 


V=r 

V 


r]rt/)=. 


{>•>>») 


Q.{it) = V j'.^j ij.\jc) p.{i/) 

X, V =1 

.= [;] 


.V=l 


.0=1 


also nach einem bekannten Satze: 

5) 


= V OJ ij.il/), 


.v=l 


welche Gleichung übrigens auch aus einer von mir früher mitgethcilten Formel („Zahlentheoretischc Rela¬ 
tionen.“ Sitzungsber. der kais. Akad. <1. Wissensch., mathem. naturvv. Classe, 11, Abth., 89. 1hl., p. 841 ff.) 


sich unmittelbar ergibt. 


Aritlimdische Theoreme. 
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Schreibt luaii in der Gleichung 3) für ii: mnltiplieirt sodann mit H'id summirt bezüglich y 

von 1 bis )t, so erhält man: 


.r=I, v=l 
r=r 7 i 




Mnltiplieirt man die Gleicliuiig- 1) mit: 


SU entstellt die Relation: 


/;t= OO 

«/,>J = 00 

y JÄli^=£(,_.) 

r—oo 

= l7.> 


Pt , «=:1 


und daher hat man: 

G) 

Es ist also: 

7) 

und spccicll: 

8 ) 






r\ 


V£.([^])k.W = X[7| 

r=tl 

= üf,(n) 


y=l 




Selireibt mau nun in der Gleichung 7) für n : j, mnltiplieirt sodann mit und summirt bezüglich 

von 1 bis n, so ergibt sich die Beziehung: 


!f,z=zn 

V < 




[IJZ 

y,s=zi c=i 

oder unter Berücksichtigung einer von mir a. a. 0. mitgetheilten Formel: 


9 ) 






Schreibt man in der Gleichung 1) für 2s:,s—x und mnltiplieirt mit f(2s)C(s—x), so erhält man: 

)n^P^,2\ 

(7n?iy 


pi,n=oo 

ix(n) jni) _ ^ 


r~ OO 

r:=l 


1 





I 


L e Op old G e gen h o. ner. 


1111(1 daher is^t: 

10) 

wcim /• kein Quadrat isl, Inngejteii: 

in 


-= 0 , 


V 

/ 


\>-id)d^^,,i ( 4 ) = 1 ; 


12 ) 


wenn r ein Quadrat ist. 

Die Gleiidiuii^' 0) verwandelt sicdi dalier in die >S(‘liou von llerni Biigajef auf anderem Wege abgeleitete 
Relation : 

’■ [''d 

I 0[7])="' 

r— 1 

Man hat also die Theoreme: 

Die Summe der Anzahlen derjenigen ganzen Zahlen, welche keinen qiiadratisehen Factor enthalten^ und 

beziehungsweise ^ nicht überschreiten, ist gleich der Zahl h. 

[\/'0 

Die Anzahl derjenigen Zahlen, welche }i nicht überschreiten und einen quadratischen Factor besitzen, 
ist gleich der Summe der Anzahlen der keinen quadratischen Factor enthaltenden Zahlen, welche bezichungs- 


n n 

^V CISC ^ ; • • • ; 


nicht überschreiten. 


2^’ 

Ist z. B. n — lOO, so sind unter den Zahlen, welche nicht grösser als: 


I [-f]="■ f—J=■•> [-rl=l—]=[-»■-]=■> [-'.fJ=' > [ wJ='' 

sind, beziehungsweise: 

16 8 5 8 2 2 111 

Zahlen ohne quadratischen Theilcr und daher gibt es in dem Intervalle 1 . . .100 30 Zahlen, welche einen 
quadratischen Divisor besitzen. 

Wird in der Gleichung 3) ^Mlurch j ersetzt, sodann mit •^(//) mnltiplicirt und von //= 1 bis i/^ n 
suminirt, so entstellt die Relation: 


Vo([yj)t(j) = V 


[) = |^\/ w,J , y—ti 


/ 

,V=1 




.r=l, //: 

= V 


/ 

r=l 


fh ’ 


Aus der Gleichung 1) leitet man durch Multiplication mit: 

V 

ni‘ 

die folgende al): 

V (w) _ 

Z-j 


_ ^ 
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1111(1 daher ist: 

18) 

Man hat also: 




y=n 

/r 




V^l 


oder nach einem a. a. 0. mite*ctlieilteii Satze: 


14) 




Sehreibt man in dic.ser Formel wieder für ;/ : j, multiplieirt mit ix[z) mul sammirt liieraut von ^ — 1 

bi.s z—}i, so ergibt sich die Beziehung: 




ly 

//, z= l 1 

welche nach einer a. a. 0. miti;*ctheiltcn Formel in die folgende übergeht: 




iMiiltiplicirt man nun die Gleiehung 1), nachdem in derselben 2s durch s ersetzt wurde, mit: 



( ) 

_ 1 ))V 

so erhält man. 

_ («mV ■ 

m,n=i r=co 

~ ~ 

aus welcher Gleichung die Belation: 

r= 1 

15) 


und spcciell: 

16) 





folgt. Die letzte Formel ist übrigens aueli ein specieller Fall der von mir Iriiher mitgetheilten Gleichung 
(„Uber einige zahlentheoretische Funetioneu^‘. Sitzungsber. d. kais. Akademie d. Wissenseh., mathem. naturw. 
Classe, 89. Bd., II. Abth., p. 37 flf.): 



d 


Es ist also schliesslieb: 


r~n 





r, Leojiold Gegenbauer. 

Diese Formel küiinte man (ibrigens aiieli leicht ans der Gleielinng 12) ableifen. Wird in dieser üelation « 
(lureli |—j ersetzt, mit p}{n-) mnltiplieirt und von .r = 1 bis w snnimirt, so entstellt die Gleichung: 


r=l. x=\ 


oder: 

Ans der Gleichung: 

18) 

folgt aber i^ofort: 


also: 

19) 


=.T(-a 


_ “ ?(2s) 

»=i 


zIj ^ r* ^ 

7N, 71=1 r—i 


d. 


und daher ergibt sieh wieder die Gleichung 17)^ aus welcher der folgende arithmetische Satz folgt: 

Die Summe der Anzalden derjenigen ganzen Zahlen, welche keinen quadratischen Factor enthalten und 

beziehungsweise .— nicht überschreiten, ist gleich der Summe der Anzahlen der Zerlegungen aller 

ganzen Zahlen von 1 bis v, in zwei zu einander relativ prime Zahlen. 

Ein Corollar dieses Satzes ist das Theorem: 

Die Summe der Anzahlen derjenigen ganzen Zahlen, welche keinen (luadratischen Divisor besitzen und 
beziehungsweise y? “ 7 ?- • “ nicht übertreffen, ist stets ungerade. 

i\lan hat z. B. für a “20: 

[^] = 20, 10, 6, f), 4, 4, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 

'•([ 7 ]) = ^ 

und da die Summe der letzten Zahlen 53 ist, so sieht man, dass sich alle Zahlen von 1 bis 20 incl. auf 53 
verschiedene Arten in zwei zu einander relativ prime Zahlen zerlegen lassen. 

Setzt man in der Gleichung 12) für )i : j^j, mnltiplieirt mit (x) und snmmirt von .r= 1 bis = so 
erhalt man: 




r=l, .f=l 


x=l 


i:7[7])(z^<7=‘- 


also: 
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Nun ist aber: 


m.n — oo ^ 

u{/i.) _ <(2.s) 

ll{s) 

Uly »=1 


- V Mü) 


«i](l daher: 

20 ) 

Demnach entstellt die Relatiou: 


V 




21 ) 




Diese Gleieliuna* liefert das Theorem: 


]5estimnit niaii die Anznhlen jener ganzen Zahlen; welche durch kein Quadrat (ausser 1) thcillmr sind und 
beziehungsweise die Brüche y? T?* • übertreffen, so ist die Sumine derjenigen, welche einem aus 

einer geraden Anzahl von Primzahlen zusammengesetzten Nenner cntsprcehen, um 1 grösser, als die Smninc 
der übrigen. 

Für = 20 ist z. B. die erste Summe 27, die zweite 2(). 

Wird in der bekannten Formel: 




x=n 


fiir?^:j^yj geschrieben, sodann mit multii)licirt und von ^=1 bis i/z=:n suinmirt, so ergibt sieh die 

y C 0; (‘•o) = |] 


Gleichung: 


jc,jy=l 

r=n 

O r r 


= Z[7)Z^’«M7) 


Da nun: 

ist, so hat man: 

23) 

für r> 1 und: 

24) 


V i)-Hn)X(m) _ , 


/*,n=I 


Z »© »‘'W = 

d 


0 


VyfL 


Zj \d 




1 


für r = 1. 

Die letzte Formel verwandelt sich daher in die folgende von Herrn Bugajef initgcthciltc Relation: 

2r,) 




Aus dieser Gleichung folgt das Theorem: 
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Ij o])old G<‘11 r,iih(t i<r. 


J)ie .Suiiiiiic (lur Anzalilcu der Quadrate, welche bezielmng.sweise diejenigen unter den Brüelien y, 
— niclit lihcrsteigen, dcreu Nenner durch kein Quadrat theilbar ist, !iat den Wertli w. 

)i 

Kür « = 20 Iiat man; 


[^] = 20, 10, ß, 4, 3, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1 
V Q =4+3 + 24-2 + 1 + 1 + 1+1 + 1+1 + 1 + 1 + 1 =20. 


Sclireibt man in der Gleichung 25) für it, imdtiplicirt mit jxiz) und summirt v 
«0 oriliilt lujin : 


on 


1 bis 2 ; =: ii, 




?/, C= 1 


oder naeli bekannten Formeln: 


2G) 




■ = [g “ 


Zur nerleitnng’ dieser Formel kann aneli iblgeiuler Weg eingesclilagcii werden. 
Es ist: 



Nun bat mau: 


und daher: 
27) 


v' üMM 

mf7) = i 


1 

Al r-’ 



.so das.s die letzte Formel .sich .sofort in die Gleichung 2ß) verwandelt. 

Man hat also folgendes Theorem: 

il H 

Kestimmt inan die Anzahlen der Quadrate, welche beziehungsweise diejenigen von den Brnehen 
. . nicdit übertretfen, in denen die Basis des Nenners keinen quadratischen Divisor besitzt, versielit 

sodann jede diesei* Zahlen mit dein jiositiven oder negativen Vorzeichen, Je naclideni die betreffende Basis ans 
einer geraden oder ungeraden Anzahl von Primzahlen zusammengesetzt ist, so ist die Summe der so entste¬ 
llenden Zahlen gleich L 
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Für H — 100 liat man : 




[^] = ]00, 25, 11, 4, 2, 2, 1 


V = 10-5-3-2 + 1-1 + 1 =1. 


Eis ist: 


^(4s) 


1 + - 




2s 


l-±' 

jr 


wo das l^’oduct über alle Primzahlen p zu erstrecken ist. 
Man hat nun: 

i+.i 


X= oo 


x=o 


1 - 

P" 


X=2 


_ Y ^00 

71=1 

WO 7{n) die Anzahl jener Priinfactoren von n ist, welche nur in der ersten Potenz in n enthalten sind. 
Es ist also: 

_ C(4.9) 


28j 


Nun ist aber auch: 


und daher hat man: 
29) 


m,11 = 00 V N 

0^^ _ ilif) f/,') 
(>««y “?(4s) 

»/,«= I 


-■“'(v5= 


— ^0^ — 2*(^) —‘'lO 


Aus dieser Gleichung folgt der arithmetische Satz: 

Die Anzahl derjeuigeu Divisoren einer gau/.cu ZahK welche ein Quadrat, aber durch keine vierte Potenz 
theilbar sind, ist stets gerade, ausser wenn die betreffende Zahl nur verschiedene Priinffictorcn cuthält, in 
welchem Falle der einzige der angegebenen Bedingung genügende Divisor 1 ist. 


Jlan hat ferner: 



x=i r=i 


Deiikscliriften Uor inathoiu.-n.iturvv. Gl. XLLX. Bd. 
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Leopold Gegenbauer. 

Aus 28) folgt auch: 

r/j,n = oo . . 

zIj 

m,n=l ,.^00 

_ V « 

r=i 

demuaeb ist: 


31) 


wo die Summation bezü 

eine vierte Potenz ist. 

glieb cJ^ über alle Divisoren von r zu erstrecken ist, deren eomplementärer Divisor 

Es ist: 

?/= w j ^ 

?/=l 07,»/=* 


-z [7]''(ZKv/i))- 

r=i rf., ^ 

oder naeb 2): 


32) 



?/— 1 r=l 


Deu spceiellcii Fall x = 0 dieser Formel : 



v=i r=i 


= w(») 

hat Herr F, Mertens mitgetlieill („Über einige asymptotisehe Gesetze der Zahleiitlieorie“, Journal für die 
reine und angewandte Mathematik von C. W. Boreliardt^ 77. Band, | 3 . 289 ff.). 

Nun ist: 

S [7] 

r=i of, r=i 

r= ! d 

r=w 



wo die Summe der xten Potenzen jener Divisoren von r ist, welche durch kein Quadrat theilbar sind. 
Die Gleichung 32) verwandelt sieh daher in die folgende: 

y=[v/^] 


34) 
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Arithmetische Theoreme, 


Zu anderen arithmetischen Theoremen führen sofort folgende aus der Gleichung 3), den in der Arbeit 
über zahleutheoretisclie Functionen enthaltenen Formeln 134), 138)... 144), 149) und der in meiner Mitthei 
hing über zahlentheoretischc Relationen aufgestellteu Beziehung 18) sich ergebende Gleichungen: 


35) 

x= [s/ 

^ P», 

= £10)«) —/)£!(«) 

36) 

x~pn 

x=i 

1 

II 

37) 

x=?m 

^ pn, X ^ (*^) 

x= 1 

0 ^ 

II 

38) 

x—pn 

^ ^ '^P, pn, X ^ (*^) 



x=\ 

x—pn 


39 ) V ^ 0 i{x) l{x) = A (j/w) —p\{n) 

r H 

.r= J 


40) 


V 


/ pn,, ^ 


x—pn 




41 ) y -Oß. pn,X X(a;) tj/,(a;) = 2 (jm) —pp 2 (n) {ix, 2 («) = ^ Px, 2 (x)^ 

x-i 

x^pn ^ ^ 

42) ^ np.pn.x l(x) Px, 2 x{x)-= P2x,x{p>l)—2}Pix.xi»^) (Px,x{») = ^ ^x. xixfj 


x—\ 

x^pn 

43) 

ar=l 

x=pn 

V 

/ _ 

x=i 

x—2>n 

45) V fx*(a;) = 53 ( 2 ?«)—p&j(«). 

j;=l 


x=\ 


44) y ri^,,pn,x'^^{x^) ^■^V{pn)-pW{n) 


Aus diesen Formeln ergeben sich sofort die speciellen Relationen: 
= £1(2«) -20 (m) 


46) V",u(x) 

X=1 

x=2« 

4'^) ^ ' fx{x) 

X=I 

x=2« 

4S) y'A(,r) 

X=1 

x=2?i 

49) ^'w(a;) 


= S^{2h)- 2Sx{n) 
= (>(2«)-2(?(«) 
= i]l(2«)—24l(«) 


2 * 
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Leopold Gegenhaner. 


öO) V' 'X(x)oj(a;) zz A(2ii)- - 2A[ii) 

Z-j 


51) 






x=i 

x—2n 


52) y ' X(x)if*(a;) = 


X — l 

x=2n 


X— 1 
x=2rt 


55) 


x=i 

x=2» 


53) V ' l\2.{x)= I\,,.{2>i)-21 \,{h) 

x=l 

x=2n 

54) ^ 7ß-. (■«) = n (27 - 2i';. i ») 

= iTf(2«)—2yf(y^) 

56) =tö(27-25(«) 

X=1 

Setzt man in den Formeln 40) und 51) »spcelell r — 1, so erhält man: 

x—pn 

57) ^ »5^,, X x* = (p«) —(«) 

X=1 

x=2»? 

58) =4fx(27-2¥x(7 

X=1 

Die Formeln 36) und 47) für 1, 48), 54) für j3=:2, 58) fUr 1 bat schon Herr E. Cesaro mit- 

getheilt. 

Von den in den obigen Gleichungen enthaltenen arithmetischen Theoremen mögen die folgenden beson¬ 
ders erwähnt werden : 

Die Anzahl der in dem Intervalle .. ,2h enthaltenen durch kein Quadrat theilbaren Zahlen nbertrifft 
die Anzahl der in dem Intervalle !...>/ enthaltenen Zahlen derselben Beschaffenheit um eben so Wel, als 

die Anzahl der aus einer geraden Anzahl von verschiedenen Priinfactoren zusammengesetzten Zahlen für 

2n 

welche ungerade ist, grösser ist, als die Anzahl der Übrigen die eben genannte Bedingung erfUb 

lenden Zahlen. 

2 h 

Bestimmt mau für jede der Zahlen, für welche |^—j ungerade ist, die Anzahl aller sie nicht iibertreffen- 

deu Zahlen, welche zu ihr relativ prim sind, so ist die Summe dieser Anzahlen gleich w*. 

Diejenigen Zahlen j;, für welche j ungerade ist, lassen sich eben so oft in zwei zu einander relativ 

prime Zahlen zerlegen, als die Anzahl der Divisoren der Quadrate der ersten n natürlichen Zahlen von der 
Anzahl der Divisoren der Quadrate der folgenden n Zahlen übertroffen wird. 

Die Summe der (Tx)ten Potenzen jener Zahlen .r, für welche ungerade ist, ist gleich der Zahl, um 

welche die Summe der xteu Potenzen jener Divisoren der ersten n natürlichen Zahlen, welche rte Potenzen 
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siud, kleiner ist, als die Summe der zten Potenzen derjenigen Divisoren der i'olgcnden u Zahlen, welche rtc 
Potenzen sind 

2)1 

Die Summe der xteu Potenzen derjenigen Zahlen x, für welelie j^— j ungerade ist, ist gleich der Zald, 

um welche die Summe der xteii Potenzen der Divisoren der ersten a natürliehen Zahlen von der Summe der 
xteu Potenzen der Divisoren der folgenden )i Zahlen übertroifen wird. 

r2}l “1 

Diejenigen Zahlen .r, für welche ^1 ungerade ist, können so oft als Prodiiete von ß —1 Zahlen dar¬ 
gestellt werden, als die Zahl beträgt, um welche die ersten )i natürliehen Zahlen sich weniger oft als Pro- 
ducte von ß Factoren darstellen lassen, als die folgenden }i Zahlen. 

— ungerade ist, ist gleicli 

der Zahl, um welche die Summe der Quadrate der Anzahlen der Divisoren der ersten )) natürlichen Zahlen 
kleiner ist, als die Summe der Quadrate der Anzahlen der Divisoren der folgenden n Zahlen. 

^2n 1 

Es gibt so viele, durch kein Quadrat fheil))are Zahlen .a für welche j— ungerade ist, als die Differenz 

aus der Anzahl der Zerlegungen der ersten natürlichen Zahlen in zwei zu einander relativ prime Zahlen 
und der erwähnten Anzahl für die folgenden )i Zahlen beträgt. 

Um zu anderen arithmetischen Theoremen zu gelangen, setze ich in der Formel: 

z z -s..- .) 


60) 


Alsdann wird: 


und daher: 

Aus 60) folgt aber: 
und desshalb hat man auch: 


faj 2*7^-f-(^2x H“ 1)'7 +X H“ i 
27^^ ^ Ä < 27^+47+2, 


x< 2 


0 (^2xH- 1 ) 7-f- x-f- £ , 

oder, weil £ niemals grösser als 27 werden kann: 

Os 2x4-0. 

Es kann demnach x nur einen der drei Wertlie —1, 0, 4-1 haben. 
Ist X — t, so hat man: 


27 


=1 7 - 


£-1 

■~2^^ 


und da in diesem Falle £ nicht gleich Null sein kann, w^eil sonst: 

[a\ = 27^ — 7— 1 


( 0 ^£< 27 + 1 ). 


rr j = 


wäre, so ist: 









u 


[jropold Ge(jenhaue 1\ 


Ist ferner x.=i -hl, so liat mau: 


und (lalier: 


a -h '7 H- 1 , £ 


Ä -h '7-h 11 

2(<7H-1) I 


— C7-hl. 


Ijerücksicljti^t iiiiui, dass ?! nur dann den AYcrtli -hl haben kann, wenn: 


( 11 ) 

ist, 80 erhält man schliesslich: 

i" Is^l M y /"([^-j) 


WO 'n den AVcith 1 oder 0 hat, Je naehdem « der Bedingung 61 ) genügt oder nicht. 

Gibt man in dieser Formel der Function f{p(^ der Keihe nach die spcciellen Wertbe: 

63) f{.r) — 1, X, x^, r" —(.r— sin~ "'^‘ ^ cos ^ cosj?5, sina;5, log(2x’—1), (2a:— 1)'"' —(2a:—3)"' 
so erhält man die Gleiehungen: 

X=\ x=:l X=i 

'f [27^] ' = I ■- 'f ([^J) - 

X=1 X=J X=1 

JJ=1 j;=l j:=1 

x~yi x^n x=o x=a 


x=a 

j :=1 

x—n x=3 x—'J 

l•ö^ X’’ r “ 1„- (2.^—1)'^ V r « ^ ■ (2x—l)rt •r-i . 


+ 


. (2a+l);r 

+ n Sin ^ ^ 


66) 


X — K X=o X — <7 

I (2a‘ IjTT \ ^ I a I (2a:— 1);: I . /tt ra-ha:i\ a . an 

^ o jens^-= \ --- cos^^- j—^-\ -=- N .sinf— ) -^siii—-h 

_|2a--lJ 4 ^I:::a'-lj 4 . /o ^ \2 l 2x iJ . /2 2 

x—i x=l V j:— 1 V 


H- rj eos 


(2c7-h 1 )7r 
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ir(X + X 


10 ) 


x—n ^ 5 ^ ^ SlU \ o 

^ >: fs^] 11- X 


1 ) . (2c + l). 


“4“ '2'o co.s i 5 -f-1 


■I=f 


.sin - 


sin- 


(2<7+1)^ 




i ^=3 , ^ COS- ^ 

1 V - ^ ^ 

N COS ^ )| - + —\ 


x= i 


. O“ __ i 

SIU5- .=1 


2 ^ j 2 


rsin- 


.v=n u;=a .r=(j 

72) 2 V (-1)^[^] = 2 X (- + V(_1)L - J + (_i).+v.+2.) 


+ 2rj siu (< 7 + 1)^ 


7.) V j(-i) ^(-.f} [^] = V j(_n^.(-.)n[^j.v/r!;r- r) - 




x=n z — 1 


74) y (_i) _(_i) 


/ 

x=i 


2x- 


X=:l X*~l 

3T-f2 


+ ,^2 cos +.,((_ 1) ^ _(_1) ) 


•'?m) 


— 1^1 / 

/ r « + 3 . ri > 

.=1 

1 2 . 1 ; 


, l’(2V) 

^ 2’r(a-i) 


+ r, log ( 25 + 1 ) 

£"[s^j<-'-“)-=£ ' - £ [ 2 ^ 1 ] + 


z=z 

-f“ ^ I ^ [ '"^x 1 —( + —1 )"* -f- /5 (2^4-1 


Vou den in diesen Formeln eutlialteneii aritliiiietisehen Theoremen mögen die folgenden besonders er¬ 
wähnt werden: 

Die Anzahl derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen vou 1 bis Hj welehe grösser als 
ist um [y/t] —kleiner als die Summe der grössten ganzen ZahleU; welehe in den Glie¬ 
dern der Reihe: 


;? -h 1 71-¥-2 -}- 3 

^ 




[vS 




enthalten sind. 
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Die Sinnine der w/fen ]^»tcn 7 .eii derjenigen nni^cniden Divisoren aller ganzen Zalden von 1 ))is >/., wclelic 

iiberlriirt die Suninic der mten Potenzen der eben genannten nni die Zahl 2 


o-rösscr als -^| —1 sind, iiberiri 


L\ 


vcrininderten Divisoren nin eben so viel, als die Snnune der ?>/lcn Potenzen derjenigen Zahlen, welche man 
erliiilt, wenn man von den grössten ganzen Zalden^ welche in den Gliedern der Reihe: 


—f- 1 )f ~f~ 2 H ~ 
1 ^ ~2 ’ 


K/t1 


[vtI 


i'iidinltcn sind, 2 oder 1 siibtraliirt, je iiiielideiu die betreffende Zahl ungerade oder gerade ist, grösser ist, 
als die Differenz 




Die Smnmc derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zalden von 1 bis welche grösser als 

/77i3 


" ['Y ^ kleiner, .‘i 


ds die Suinhie der Quadrate der grössten ganzen Zalden, 


^velclle in den Gliedern der Reihe: 






enthalten sind. 

Die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis welche von der Form 4/ —1 

lind grösser als 2^^^ ^ sind, nbertrifft die doiipcltc Anzahl der übrigen die angegebene Grenze iiber- 

sclireitenden ungeraden Divisoren um eben so viel, als die Anzaiil der ungeraden grössten ganzen Zahlen, 
welche in den Gliedern der Reihe: _ 




Iv'tI 




enthalten sind, von der Summe ans der Anzahl der geraden grössten ganzen Zahlen und den Ausdruck 


(-1) 


+1 


[y« 


+ 2v: 


über troffen wird. 

Die dop|)Ldtc Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zalden von 1 bis 7 iy welche von der Form 

und grössei als 2|^ — i sind, übertrifft die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren, welche von der Form 

8 r — H sind, und die angegebene Grenze übcrsehi eiten, um eben so viel, als die Anzahl derjenigen grössten 
ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reibe: _ 

i\/ii 




u + 


f] 
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cntlialten und von der Form 4>* oder 4 >h- 3 sind^ von der Summe aus der Anzahl der Ubrig’en grössten ^»auzen 
Zahlen und dem Ausdrucke 


V'2 [y'|-] '«-jI -[y t] + 1 ! +'. { (-1)''' 






ubertroffeu wird. 

Die doppelte Summe derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis )i, welche grösser 

als -[y/ 4]“1 vennelirt um ihre Anzahl ist um .^ + lj |-j _2r;| kleiuer, als die doppelte 

Sinimie derjeuigen Trigonalzalilen, deren Ordnungszahlen durch die grössten ganzen Zahlen angegeben 
werden, welche in den Gliedern der Reihe; 

» + [\ / ■^1 

n+\ h + 2 «+3 


enthalten sind. 

Die vierfache Sunnne derjenigen ungeraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche grösser 
als 2 übertrifft ihre vierfache Anzahl um eben so viel, als der Ausdruck 




von der Summe der Quadrate derjeuigen Zahlen Ubertroffeu wird, welche mau erhält, wenn mau von de 
grössten ganzen Zahlen, die in den Gliedern der Reihe: 

n-{-l 

enthalten sind, 2 oder 1 subtraliirt, je naelidem die betreffende Zahl ungerade oder gerade ist. 

Man sieht sofort, dnss die Anzahlen derjenigen Zahlen, für welche •/; 31 l ist, eine arithmetische Reihe 
mit dem Anfaiigsgliedc 2 und der Differenz 1 bilden, während die Anzahlen jener Zahlen, für welche r, — 0 
ist, eine arithmetische Reihe mit dem Anfaugsgliede ö und der Differenz 3 bilden. 

Um zu neuen Sätzen zu gelangen, betrachte ich zunächst die Summe: 



x=n 



Es sei: 


Die in der Summe: 


-0 ^ 



x=n 




x=j>+l * 



^^b(j)+iy+ß ^ 





Denkschriften der mathem.-nulurw. Gl. XLIX. Üd. 
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auftrcteudcii ganzen Zahlen; 


\-\lb.v- + ß 

erhalten ersielitlicli nur die AVerthe A, A—1, A — 2,. . 11+l, B und zwar wird, da. ans der Relation: 


yo(x+iy+ß ^=^^\bx-+ß 


die Gleichung: 


folgt, der Werth yl für alle x: 


von X 


« ß 1 

\/b{f+p) h I 

=,,+ 1 


der Werth B für alle x: 


von 


ein zwischen A und B liegender AVerth y für alle a;: 


— “ +1 bis n 


von X ^ 


-;— ■r 1 ~i" ^ [ 

h\ L 


V ^jfy-hlr+pj b 


CT ^ _ _ß 

\ b{f/'--\-p) b 


angenommen. 

Es ist also: 


L [ \lb^^ -p ] ^ I A/'+1 ) ++ • • • +/■([cAc^t+o) “ y 1.^1 

X=p-^l ’ > ‘ 

, (J_ 1) j/-([^/_^- f +1]) +f - f ^^]) -^ • • • +^([\/i{(j-A+p) “Ha 


+ (.1-2) -!-+“])+••• 



ßpi 


Ayb\{A-2y+p\ bB) 


]; 


»der: 




[ v's^rp -f ] /O) = - tD ^ 

Alan hat daher die Relation: 


Z -f ] «•'> = Z l -fl«') -f Z - T\) 
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Sind «, ß, h, H, p, c so bescbaffeii, dass: 
wird, so bat man : 


^ = 0 




Für p — 0 verwandeln sieb diese Formeln in die folgenden: 


79) 


80 ) 


= 1 > ^ x=i 


x—A 

A- V 


F 

'=2J+1 

x—A 


1 « 

ß- 

b(x'^-^p) 

b 

' cc 

ß-, 


'+p') 1 


■]) +1^F(«) 

])■ 


Es sei nun speciell: 


ö = T=zl, ß p — 0, , 


Alsdann ist: 


und demnach: 


und daher hat man die Relationen: 


" = [iFPi?] 

i,= {0 



1 



SO ist: 


84) /)"+'^«<(^ + l)‘+% 

und daher: 

Ist nun: 

A = p-x, 

SO hat man: 

aber auch nach 84): 



3 
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und daher: 




Man hat daher die Kclatiou: 

J5=h.3 


s—n 

^ rOL- 


85) V , 

X— i 




X=1 


x= 1 


Gibt man der Funetiou f[x) der Reilie nach die .speciellen AVerthe G3) mit Ausnahme der letzten zwei, 
80 erliiilt man die Formeln: 


x-[a] 


j;=i x=l ’ 

x=)} ^=?-a 

Z[a=v[a-z[{/7i-^: 

j;=l 

Zß] 



^=[a] 




a;=fj.3 

x=i 


X=[L^ 




Z[ä '-Z 

x—i • 

X—7t 

«) ZL^] 


x=i 

zs*-zE](*-‘’-=zV?]' 

x^i jt:=l x=l 

Z&1'’‘-Z[3<*-"'=Z'[5]--Z 

x—i x—i x=l x= 

.4) = 

x=l X—I 

.5) 


•*'=ra .- ,> 

Zi^i] 

x=t 


+1 


snr 




x=[al 


o/*N V' r^1 (2x’—l);r 1 VI , /Kraja 


/ 

x=I 


»,) V [5J Sf^ = V [3] eo» ^ V ■ [ . /Ij) .. ^ 

^=1 x=l ^ X=1 ' V “ 


Ik^K 
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W 

2 


+ cotang Y 


K«.. yg] 


101) yrf, 


cos 


X = 1 


X*=}JL 

^ ’ r ^ 


. (2/.,+n^ 

fjL^ Sin ■ 


cos.r^ H- 


!siü — ^=1 “Sin — 


S [5J =‘f ■ ei ... ?’"«di'-’ [ V'J] - ‘ 1) 

=i 0^=1 2isiii-:j-x=i 


[i., cos 


+ 


(2,., +1)3 
2 


i • 

2sin- 




102 , y[^](ii-i)=ia' 

X= i X— 1 

103, V [1] (äx - „ -H y‘ ■ [^J - [V -,y 

x=i .c = l * X— 1 

x=[ctj \\/~^] 

104) 2V (_i)^g] = V 


X=:l 

X=\lj 


105) 2y (_1>"[J]=2 V V (_ 


1 ) 


[</|] 


X = 1 

x=n 


x= 

x=» 


X— 

2x 


x—i 

x=[a] 


107) y}(-l)T+^-l)7^jfl]= V {(- 

X=1 X=1 



(—l)i^(!+';x, 

-[«] 


•V sine r.^/i 


eir-e I 

v2 (l\ 


. 08 ) yj(_,)'-y_c-„^[ä=-y^'f-(fl[v'l]-?!) -w 

x= 1 


rx • ( 2//.3 + 1)7 

-lJ.,sy2 sin - 


109) 


y j (-.)- - (- 1 )^ [j] = y ■ i (- 1 )^ -(- 1 )'^^! [ j]-y^ y i ( 

X=1 X=i i 

+,^., V2 cos-y^-. 

Von (len in diesen Formeln entlialteneii arithmetischen Theoremen mögen die folgenden besonders 
erwäLnt werden: 

Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 his 71 , welehe ate Potenzen und grösser als 
sind, ist um kleiner, als die Summe der grössten ganzen Zahlen, welehe in den Gliedern der 

Reihe. 
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enthalten sind. 

Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis )iy welche grösser als sind, ist uni 

[\/>^]^ kleiner, als die Suninie der grössten ganzen Zahlen, welehe in den Gliedern der Reibe: 


n n n 

T’ 


[s/«] 


enthalten sind. 

Die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche grösser als sind, ist uni 

\\/}iY kleiner, als die i\nzalil der übrigen Divisoren, 

Die Summe der aten Wurzeln aus jenen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis welche ate Poten¬ 
zen sind, ist gleich der Summe derjenigen Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen gleich den grössten ganzen 
Zahlen sind, welche in den Gliedern der Reihe: 



enthalten sind. 

Die Summe der aten Wurzeln aus denjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis welehe ate 

Potenzen und grösser als sind, ist um das Lp-^'^l-faehe der ten Trigonalzahl kleiner, als die 

Summe jener Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen dureh die grössten ganzen Zahlen angegeben werden, 
welehe in den Gliedern der Reihe: 


V \l 


n 



enthalten sind. 

Die Summe der dritten Potenzen der aten Wurzeln aus jenen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis 
welche ate Potenzen sind, ist gleich der Summe der Quadrate derjenigen Trigonalzahlen, deren Ordnungs¬ 
zahlen durch die grössten ganzen Zahlen angegeben werden, welehe in den Gliedern der Reihe: 



enthalten sind. 

Die Summe der Guben der <7ten Wurzeln aus denjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis )ij welche 

ate Potenzen und grösser als sind, ist um das [;i*+'']fache des Quadrates der [/p-^OteuTrigoualzahl 

kleiner, als die Summe der Quadrate jener Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen durch die grössten ganzen 
Zahlen bestimmt werden, welche in den Gliedern der Reihe: 



enthalten sind. 

Die Summe aus der Anzahl der geraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis welche ate Potenzen 
sind, und der Zahl }i übertrifft die Anzahl der übrigen Divisoren, welehe ate Potenzen sind, um eben so viel, 
als die Anzahl der geraden grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 


^'!L JlL 

\ 1 ’ V 2 ’ V 3 ’■■■’ V » 


enthalten sind, die Anzahl der ungeraden grössten ganzen Zahlen übertrifft. 
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Die Summe aus der doppelten Anzahl derjenigen geraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis h, 

welche aie Potenzen und grösser als sind, und der Grösse (—Ubertritft die dop])elte 

Anzahl der übrigen Divisoren, welche ate Potenzen und grösser als sind, um eben so viel, als die 

Anzahl der geraden grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Pieihe: 

/ n 

enthalten sind, die Anzahl der übrigen grössten ganzen Zahlen nbertrifft. 

Die Summe ans der doppelten Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis welche ate 
Potenzen von mehrfaehgeraden Zahlen sind, und der Zahl n übertrift't die Anzahl der übrigen Divisoren, 
welche ate Potenzen von geraden Zahlen sind, um die Ditfereuz ans der Anzahl derjenigen grössten ganzen 
Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 





enthalten und von der Form 4;- oder 4r+l sind und der Anzahl der übrigen grössten ganzen Zahlen. 

Die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis >?, welche ate Potenzen von 

mehrfaehgeraden Zahlen und grösser als sind, nbertrifft die doppelte Anzahl der übrigen Divisoren, 

welche ate Potenzen von geraden Zahlen sind und oberhalb der angegebenen Grenze liegen, um eben so viel 
als die Anzahl derjenigen grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 


./« .j» ,! » 

\/l ’\/2’\ 3 '--V 


enthalten und von der Form 4;^ oder 4rH-l sind, grösser ist, als die Summe ans der xVnzahl der übrigen 
grössten ganzen Zahlen und dem Ausdrucke: 

s/2 sin-^ -f-l| 


Die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis welche 7te Potenzen von 
Zahlen der Form 4s+l sind, übertrifi't die doppelte Anzahl der übrigen ungeraden Divisoren, welche 7te 
Potenzen sind, um eben so viel, als die Anzahl derjenigen grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern 
der Reihe: 

^ /!L ^ IlL ^ l!L ^ lüL 

V 1 ’ V 2 ’ \/ 3 V 


enthalten sind und die Form 4s oder 4s + 3 besitzen, von der Summe aus der Anzahl der übrigen ganzen 
grössten Zahlen und der Zahl n übertroffen wird. 

Die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis m, welche ate Potenzen von 

Zahlen der Form 4^+1 und grösser als sind, übertrifft die do])pelte Anzahl der übrigen, oberhalb der 

angegebenen Grenze liegenden ungeraden Divisoren, welche ate Potenzen sind, um eben so viel, als die 
Anzahl derjenigen grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

3 / J / 3 / 3 / 
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eiitlialteii .sind; und die Form 48 oder 48+3 besitzen; von der Snininc uns der Anzahl der übrigen ungeraden 

l rucke 

n/2 + 


giössteii gaiizen Zahlen und dem Ausdrucke 


übertroffen wird. 

Es mag* erwähnt werden^ dass die Gleichung 87) schon von Herrn Lipschitz, die Gleichung 102) von 
Herrn E. Cesaro abgeleitet wurde. Bczeiciinet man mit Anzahl derjenigen Divisoren von 


X = )i 
^ - 


welche nicht grösser als [\/>/ ] sind und mit ^ 

aus 87) die Beziehung: 

110) 

oder: 

111 ) 


(r) die Anzahl der übrigen Divisoren von r, so folgt 


\ 

X=1 




- Z*-. h'.-) «=“+2'\/»+<’ (OS«i) 


nnd dalier hat man: 


112 ) 




lim„=oo — 


,r=l 


= 1 


Berücksichtigt man, dass unter denjenigen Divisoren einer Zahl r, welche nicht grösser als sind, 

stets die Zahl 1 vorkommt; so liefert diese Gleichung folgendes Theorem: 

Abgesehen von dem Divisor l hat jede ganze Zahl n im Mittel eben so viele Divisoren, welche grösser 
als [\//^] sind; als solche; welche die angegebene Grenze nicht überschreiten. 

Aus der bekannten Formel: 

x-=n .T=?J .c—71 

V = V (^•) + V J (.c) = ;,(l„o.„ + 2 C- 1) + A , 


wo C die Euler'sche Constaute; 

und: 


1A 1 < 4 \/// 

st; folgt sofort: 


113) 

.c=n 

X=i 

114) 

x=w 

X=:l 

wo: 

1 A, 1 < G v/« + 1 

ist. 

1 Aj 1 <; 6 \/ M +1 


Aus den letzten zwei Gleichungen ergeben sich die Eelationeu: 



Aritlünetischc Theoreme. 
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115) 


liii>»=oo 


. = ^(log^i + 2C) 


V r / 1 (^) 

Z-i «, [V« ] ^ ^ 


116) lini„=oo 

welche folgende Theoreme liefern: 


=:i(log«+2C-2), 


Das arithmetische Mittel der Anzahlen derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis vvelclie 
nicht grösser als die grösste ganze Zahl siud^ die in der Quadratwurzel ans n enthalten Ist, ist für sehr grosse 


}i gleich dem Ansdrncke; 


4 log II + c. 


Das arithmetische Mittel der Anzahlen derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche 
grösser als die grösste ganze Zahl sind, die in der Quadratwurzel aus n enthalten ist, ist für sehr grosse n 


gleich dem Ausdrucke: 


— log 1. 


Ist 71 kein Quadrat , so ist die Anzahl derjenigen Divisoren von Uj welche nicht grösser als die grösste 
ganze Zahl sind, welche in der Quadratwurzel aus n enthalten ist, im Mittel gleich dem Ausdrucke: 

4 (log >^4-2C-hl). 

Ist n kein Quadrat, so ist die Anzahl derjenigen Divisoren von n, welche grösser als die grösste ganze 
Zahl sind, die in der Quadratwurzel aus n enthalten ist, im Mittel gleich dem Ausdrucke: 

4 (log n-h2C—l), 

Setzt mau in den Gleichungen 81) und 82): 


117) 

f(x) = log a;, 

so erhält man 

die specielleu Formeln: 

118) 

Z(äZ 

.r=l x=\ ’ 

lUt) 

Z [ä'"*'-'=Z [?]'“s^+z 

X=i X=i x=t 

oder aueh: 


120 ) 

W W , .a 

121 ) 

w 1** / , ja 

4 1 * 


log(/z,!), 


Deakschxiften der mathem.-naturw. Gl. XLIX. Bd. 
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wo Product aller Divisoreu vou a; be/eiclinet^ welche ^tc Potenzen siud^ aber das Product 

derjeiiigeii vou den eben genannten Divisoren, welche grösser als sind. 

]\ran bat dalier die Theoreme: 


Das Product derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis welche ate Potenzen sind, ist gleich 
der aten Potenz des Productes derjenigen Factoriellen, deren Ordnungszahlen durch die grössten ganzen 
Zahlen angegeben werden, welelic in den Gliedern der Eeihe: 


crM Jjl aP 

V 1 ’ V 3 V 


enthalten sind. 

Das Produet derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis ?/, welche fjiQ Potenzen und grösser als 


sind, ist der 


([„*])•! 


L^l 


te Theil der aten Potenz des Productes jener Factoriellen, deren Ord¬ 


nungszahlen durch die grössten ganzen Zahlen bestimmt werden, welche in den Gliedern der Reihe: 



enthalten sind. 

Das Produet der Divisoreu aller ganzen Zahlen von 1 bis n ist gleich dem Productc derjenigen Facto¬ 
riellen, deren Ordnungszahlen durch die grössten ganzen Zahlen angegeben werden, welche in den Gliedern 
der Reihe: 


n n n n 
F’ n 


enthalten sind. 

Ist: 

öc n:: 


und setzt man: 


n •=. . 


so wird: 


P = 






Ist nun: 


so hat mau: 


Ä ziz X (x >0), 





(X=:0, 1, 2,...,x-l). 


Bei dem angegebenen Werthe vou a ist aber andererseits auch: 


und daher: 








a-O, 
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Man hat demnach die Formel: 


x=l x=l x=:l 

aus welcher für a — \ die specielle Relatiou: 

x—n x=w, x=Wfl 


123 ) 


Z_.l 

x=i 


x=i 




folfft. 


Aus dieser allgemeinen Formel ergeben sich wieder die speeiellen Relationen: 

X = « X = J?, X=7ll 

z[a=ze]-z[#rJ-"”"' 

x=l X = 1 x~i 

x—n x—n^ 

126 ) Zt-.W = Z &]-" 

X=1 X=1 

X=1 x=l r=I 

‘^”'’Z[a^-=ze]*’-z 

X=i X=1 X=1 ^ 

z g]—z [3 (-’)■=z'g] - - z'g] - z' [^r 

J=1 x=i X=i x=i x=l 

126 ) U g]( 2 .-l)= V g]( 2 .-lW 

X = t x=l x=l 

130) ^ 

x=l X'=l x=l 

Z 3 

” ” * 91 o 

131 ) («,!)"? PI = Fl 

1 I 

x=l x=l x=l 

bl =Z bJ ^ Z (ä [<7;]) - w 


133 )Zb]'‘’“ 4 

x=l 


1 S 4 ) Ü g] co»x5= V g] ^ y ' si« (i {2 [^ ] +1 j) 

x=i 4!=i ^ o 4:=l 


. (2«, + l)^ 

CJITI .6_!_1_ 


ti\ sin - ^ 


> • 

2sin^ 


4 * 
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136-, Vfg™,;-=Vgj™,,5 ' V%«(Jj2[^J + lJ) 

x=i .= 1 2sin-;^ V'' 

130) 2y X y. +(—1)’''+'«’ 


.(2«, + l)^ 
' 2 


2Mn^ 


.1 = 1 


137 ) V |(-i)> .(-,)q[g=v j,^.)i 


- \/ 2 n : 


- . (2« +l)r 
V gin —^^ 


•c=» . V—< 3x—i ,t:=?J, . r—l ;i.< —1 x=zn° 

j*— 1 x = l j-=l 


) 


-h \/2 eo.s 


(2h^^\)7: 


Vou dcu in diesen Formeln eiitlialteueii aritliinetiscdien Theoremen md^en die folgenden besonders 
erwähnt werden: 

Ist n — so ist die Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis welche ate 

Potenzen und grösser als sind um h kleiner als die Sninmc der grössten ganzen Zahlen, welche in den 
Gliedern der Reihe: 


n n n 
~T ’ ^~T y ~~£ > * •' > 
2° 3 3 


enthalten sind. 

Ist — so ist die Summe der <7ten Wurzeln ans denjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 


bis 'if, welche ^te Potenzen und grösser als n] sind, um 


n{)i^ + 1) 


kleiner, als die Summe derjenigen 


Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen dureh die grössten ganzen Zahlen angegeben werden, welche in den 
Gliedern der Reihe: 


n n n 
2 ^ 3 ^ 


, n 


1 


enthalten sind. 

Ist n so ist die Summe der dritten Potenzen der aten Wurzeln aus denjenigen Divisoren aller 

ganzen Zahlen von 1 bis welche <7te Potenzen und grösser als sind, um-—^- — kleiner, als die 


Summe der Quadrate jener Trigonalzahlen, deren Ordnungszahlen durch die grössten ganzen Zahlen angc 
geben werden, welche in den Gliedern der Reihe: 


nun 

~r ^ * j 

^ 2^ 3^ 


enthalten sind. 
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Ist so ist (las Product derjeuig-eii Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n\ welche 7 te Poten 

zen und gWlsser als n] sind, der !)"2te Theil des Pi’oduetes jener Factorielleii, deren Ordnungszahlen diircli 
die grössten ganzen Zahlen bestimmt werden^ welche in den Gliedern der Reihe: 

n n n 

~ ? ~~T ? ) * • M 

^ 2^ 3^ 

enthalten sind. 

Die Summe ans der doppelteiiAn/ahl derjenigen geraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis (>/j //gi-, 

welche ate Potenzen und grösser als sind, und der Grösse ( —hbertrifft die dopi)elte Anzahl der 

übrigen Divisoren^ welche ^te Potenzen sind und die angegebene Grenze überschreiten, um eben so viel, als 
die Anzahl der geraden grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reilie: 

ii n n 

'T ’ ^ “T ? • • • ? 

^ 2 ^ 3 ’ 

enthalten sind, die Anzahl der übrigen grössten ganzen Zahlen nbertrifft. 

Die dop])elte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis w^elche Potenzen 

von mehrfaehgeraden Zahlen und grösser als n] sind, ubertrifift die doppelte Anzahl der übrigen, oberhalb der 

angegebenen Grenze befindlichen Divisoren, welche 7te Potenzen von geraden Zahlen sind, um eben so viel, 

als die Anzahl derjenigen grijssten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reihe: 

n n it 

T~ ? ~T ? ~T ? • • •; 

1 2 3 ^ 

enthalten und von der Form 4/' oder d/H-l sind, grösser ist, als die Sninnie aus der Anzahl der übrigen 

grössten ganzen Zahlen und dein Ausdrucke \/ 2 sin ^ - 

Die doppelte Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis i welche ^te Potenzen 

von Zahlen der Form ds-t-l und grösser als sind, übertrift^ die doppelte Anzahl der übrigen, oberhalb der 

angegebenen Grenze liegenden, ungeraden Divisoren, welche erte Potenzen sind, um eben so viel, als die 

Anzahl derjenigen grössten ganzen Zahlen, welche in den Gliedern der Reih(‘: 

y? y? y? 

~ 'y ^b 

^ 2- 3^ 

enthalten sind, und die Form 4s (mIci* ds + o besitzen, die Summe aus der Anzahl der ül)rigen grössten ganzen 

r / ( 2 y? + 1 ) 77 

Zahlen und dem Ausdrucke 2 cos — ‘ — übertrotfeu wird. 

Aus der Gleichung 125) folgt: 

x=n jr=??2 

V ’P«, G«-',) = ^ T ~ ^ ~ ~ ^ ^ ' ’ 

j-=i j'=l .r—t 

oder: 

x~n 

139) ^ M 

wo: 

ist. 


|A|<yy,-hyb 
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Sind und so g*cwälilt, dass: 

ist, so hat man die Kelation: 

140) 


lim »,».=00 = 0 


y 'KxiC«) 


liui„ = co' 


— log -f- C — ] , 


welche das folgende Theorem liefert: 

Das arithmetische Mittel derjenigen Anzahlen der Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis 
welche grösser als sind, ist gleicli dem Ausdrucke: 

• log C —1, 

wenn lim„-oo = 0 ist. 

n 

Aus 140) folgen sofort die Relationen: 


141) 


2 K-.W 


liiii» = c 


= log n^ + C 


142) 


143) 


144) 


lim» = CO 


= ( 


lim, = , 


y K>',w - Y, 

,r=:l 


x=i 



n ~~ 

.r=10* 


V 

/ 

^0, ur {x) — ^ 

x= 1 

.r= 1 

) 

7 

6 

J 

6 

x = 10« 

x=io^-i 

V 

x= i 

^0,10^ ^ ^0, lü»* {x) 

x—i 

' 10«—10’-' 


s log 10 — log 10 + C — 1 


- r\og lO-hC, 


aus welchen sich folgende Theoreme ergeben: 

Das arithmetische Mittel der Anzahlen derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n=^n^n^ 
welche nicht grösser als ?l^ sind, ist gleich dem Ausdrucke: 

log Wj + C , 

wenn lim«=co = 0 ist 

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel bei hinlänglich grossem r: 

s log 10 — ^r— 

Divisoren, welche grösser als 10'’ sind: 

Jede s-zifferige Zahl hat ini Mittel bei hinlänglich grossem r: 

r log 10-f- C 

Divisoren, welche weniger als r ZiflFern besitzen. 




lO + C-l. 










A rühmetisehe Theoreme. 

Jede s-ziffcrige Zalil hat bei hiiilänglicli grossem r iui Mittel: 


log 10 


r-ziöerige Divisoren. 


Setzt man in der Gleichung 77) 

7 = a = 1 , ß = p= 0, a = 

so erhält mau die Formel: 


145) 


^=[7 

V 


X=:A 




X»=l 

Ist mm wieder: 
und setzt man: 
so hat man: 

140) 

Aus der Gleichung 146) folgt: 

und daher ist: 




n ^ 


V ^ ^0 


-i; 

!«,+X 

>_ 

« 1 




n 








(pzzl,9 3,...,X) 


Wäre nun auch: 


< n. 


so hätte mau: 


oder: 


wo: 


M[?J 

p)> 

0<— [X —x(X—p) 


O^pi^x—1 

ist. Da diese Beziehung aber unmöglich ist, so hat man die Gleichung: 

w 


= «i (p = 1, 2, 3,...,X). 


147 ) 


Die Gleichung 145) verwandelt sich daher in dem eben erwähnten speeielleu Falle in: 
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üiiroii ein aiialoi^'cs Vcifahren kann man auch die folgende Gleiehnng ableiten: 


■■[t] -H 


r=l r=l x~i 

Setzt man in der Gleichung 147): 


V) = l, 


so erhält man: 
149) 


X, X/t, (‘^‘) — ^ f JC^* J 


r—1 

— 

l-l 

l XX J 

j 

L X J 


Avenn mit z, die Anzahl derjenigen Divisoren von .r bezeichnet wird, welche Vielfache von x und 

grösser als y.n^ sind, mit aber die Anzahl der übrigen durch x theilbaren Divisoren. 


Aus dieser Gleichung ergibt sich sofort die folgende: 


lf)0) 


"=[t] ^^[t\ 

y ‘Kx,x»,c^-) = — y —X < 1) 


.r=l 


aus welcher die Formel: 

151) 

eustelit, wo: 

152) 
ist. 

Ist: 

so hat man: 

153) 

Nun ist aber bekanntlich 

1.54) 

und daher hat man auch: 

1.55) 


^'e+ G'—log X— l| A 


lA|<(x+2)u,+ ^ 


hm„,„^ = oo -7-H ^— = t), 


lim,,=,oo - 


Xfit (a^O 

_= — \ log + C — 1 — log X j . 


x=^n 


\ 


X, 0 (‘^) 


lini„=c 


r=— {log^;+2C—1 — Ingxj, 




X, y./?, (‘^’) 


liim,^„o - 


:^^{log,,^+C'S. 


Man hat daher die Theoreme: 


und: 


1. X+w 1 _ .. 

hin./_Qo- H - — t), 

>/o xn. 
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•so ist, (liis antbmetiselie Mittel der Anzalilcii derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von I bis welche 
Viellacbe von z und grösser als ^/.)l^ sind, gleicdi dein Ansdrneke: 


Ist H «, nud; 


I 

X 


log «2 + C—1— logxj . 


liiu«=oc. 




SU ist das arithmetische Mittel der Anzahlen derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, welche 
Vielfache von z und niclit grösser als z//, sind, gleich dem Ausdrucke: 

i{l()g», + Cj. 


Ist II — 11 ^ und : 

r ^ 1 n 

ll « l«=oo - 1 - ; r — = 0 , 

so ist (las arithüietisclie Mittel der Anzahlen derjenigen geraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis 
welche grösser als sind; glei(*h dem Ausdrucke: 

ijlog«, + C—1 -log2ä 

Ist und: 

4 1 

= -1" ö- “ 

/^2 

SO ist das aritlimctischc Mittel der Anzaldcii derjenigen geraden Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis ii. 
welche nicht grösser als sind; gleich dem Ausdrucke: 

j{log», + q 


Aus den Glcicliungeu 153) und 155) leitet man ferner folgende zwei Formeln her: 


15G) 


157 ) 


wo: 


.(;=ne 


lim. 


x=t 


K)"—10*-' 

jr=10^ 


^|s log 10— 10+ C I — log z I 


a;=10«-* 

y K*,!“''*(•'■)“■ y ■Ky,>u''*(aj 


linis^oo 


X=l 


liub,r= 


10' —10»-' 

1 


= ifcloglO+C| 


z+z 

OO -J 


lO^-r 


= 0 


ist: 


Man hat daher die Satze: 

Jede s-zifFerige Zahl hat im Mittel: 

1 


— jsMoglO— ^r— —^ log 10 + C—1 — logx| 


durch X thcilbarc Divisoren, welche grösser als 10'*.x sind; wenn: 




x + i 
ooy^ 


1 


x.lO'- 


“ 0 


ist. 
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Jede s-ziftcris'e Zalil hat iin Mittel: 


— j/-loa:lo+ C'i 


(liireli X (heilbare Divisoren, welche iiieht grosser als 10 .x .sind, wenn: 




10'-’' lO'.x 


- 0 


ist. 


Jede .s /.itYerie'o Zahl hat iin Midel; 


1 f .s- 10 - (e- Ijlog-1 0 + G' - 1 -- log 2 j 


2 r" 

^■enule Divisoren, welche grosser als 2. 10'* sind, wenn: 




=z o 


ist. 


Jede .s'-ziftbriL^e Zalil hat ini Mitlel: 


_ |HoglO+C’! 


^•eradc Divisoren, welelie nicdit ^-rdsser als 2.10'* sind, w^enn: 


lini.,,=c 


1 


10^”^* 2.1()' 


— 0 


ist. 


Seldicsslicli mag* noch folgende Suminc betrachtet werden: 

Y\ß^ d- \/ß ^ ^ p -f ^ ^ 2 + ^ ^ \ ^ p d- Ca*" -1- V ^ H- OX^ -h £.'r' 


7*^ 

Nun ist: 




X=p-^l 


yx" 


-]/(•'■). 


r•=/^ _ Y _ 

V r/3-f- Ca*""-!- \/ ß^-h(LX''~\-sx''^ /ßd-Ca^''d-\//3‘'^ + o:c"H-£.r='>| 

‘—' . , va?’ ' . . V yi/x^ ' 




u;=/> 4 *l, >/=l 


oder, weil jedesmal, wenn : 


ist, aneh: 


ß 4 - Cad -h Syß^-h ox^ + sx' 


yijx^ 


2ßyi/^2ßi-^5 


> 

< 


> 


;7 


V ( 7 ''*^* + «— C — 27 C (/) a )’ < 

ist, so hat man: 

V [l 3 + ?.'•’+ \/ß^ + <lx^+sx-^^ ] V /,/ ^ 2 ßyj -2 ßi+ö ^ 


l,y=i 

>/=iApc^n 


d{i ( :r 4^LZty(!,),■ ) 


i/=A 

= V /.’ 

/_ 

.'/=/>■-fl 

































Ariih in ei hi h e Theoreme. 


wo: 


A ' ■ ' 




n 


y(j)+iy 
_ r ß + iln^+\/ß^-hoii^ + s>i'^'' 


= [- 


y>r 


ist. 


^lan bat daher die Ttclation: 


\ i t- ß -\--h \'^ [A A- . \^r 


/o/i _J_ n jr*^ _L f 


+'?•<■’+ \ ß'^+ox^ + 


7.r 


■]fi.e) 


+ 


,,/rcr/ 2ßyx — 2ßl; + 0 y, 

^' ([\ 7'^.T^+£—2-/D-e ‘ ‘' 


1=6+1 


ß + C.r^+V/ß^' + o.c^ + J.c*’ 1/ /r^/ 2ß^x—2ß^ + o ^ 


welche für^)z=() in die folg'ende übergeht: 
ir)9) 

Ist: 

so wird: 
und iiuui hat: 

^ßA-Cr'^'A-s/ß^A-OM^-hsx^^ 
y.r 


i 


n > 


J 2ßy-hd^2ßC 

B-0 


V + ß-{- A- ^y^A-ox^A-sx^^-. 

1 —]''i'»=^[--]«*) 


4- 


'2ßyx—2ß(:-h^. 

([\ 'A*+=—r'-27?./•]) 


1G2) 


- ß + i:x^ + s/ß^+ox^+^^^\^ . ;=f / 2|37^-2|3cr+o' 


/ . 

T=1 


j;=l 


ic>:;) 

164) 

16.5) 

1G6) 

1G7) 


Von (len speciellen Füllen dieser allgemeinen Formeln mögen die folgenden besonders erwähnt werden 
„ _ ß + i^x"+\/ ß^ + ox^ + sx^^-. ^ a I 2p7x — 2ßi + d 

z_,[ ^ J “ZjIV 


ß + Cx^+s/ß^+ox^ + ix'^'' 


x~A 


x—i 


-tX‘ 


1 r9 _iü — V r ' ' 2ßt+o 

J ^ _[\ 7^j;^ + £— 1 ^*—27t.'j 


^;%/3 + ?.e= + V/l3«+^a;’+£.F'*=, ,, , / 2ß'fx-2ß/:+5 

\ I-1 ,- \ n/l, 


Z-J 

a:=:l 




J e-27?J) 


a-=l 

x=A 


X=1 x=t 




I 2ß^x —2j3C+^ 

■ i—(:^—2yi 

\y/ afiy.—2fK+5~ 1 

L' y-^'+s-C—nc *'J 
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1G8) 


169) 


170 ) 
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2 I 4 j L G j 8 j 



2 rni 

] -, 

2 r-ni 

1-1 

2 nn 

1 1- 

Ir^r] 

"•[f 

- 1 

+ 

-"fj 

^ 9 ] 

■"[r 

^Tg] 



1 

^m+\/ftA +2 -j 

4-5 

r ?i?-h + 3 ' 

1+7 


I + -- 

1 2 

1 4 J 

1- 6 

1- 8 

1 




r- + 

if+rüi + i_i 

'+ r“ 

--I- —IV r'" -t- 

1 -12 

rW^ + V/^^i^+l 1 



[1 ^ 

4 J 1 2 16 J 

^[3 

+ 36 J ^ 1 r 

■ G 4 J 


m+synA+'J -1 

+ !') 1 

- m-{-\/)n ^-{-3 1 

h’l 

- ^// 4 -\/>/^^-H 4 -1 

1 +.. 

1 3 1 

G 1 

1 

9 1 

12 J 






_ r2w 112 

r 2 m 

] -.2 |-2«/. 

1 p 





“It + oJ ■ 


3 irJ [if 

81 J 




















